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“Nenhuma outra questao comoveu tao
profundamente o espirito do homem; nenhuma outra
ideia estimulou tao frutuosamente seu intelecto;
contudo, nenhum outro conceito necessita de maior

esclarecimento do que o do infinito.” David Hilbert
(1862-1943)
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h Isaac Newton

B (1643-1727)
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Leonhard Euler
(1707-1783)

Gottfried Leibniz
(1646-1716)
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qlie outros infinitos? 2

O paradoxo de Galileu Galilei (1564 — 1642)

“Nao vejo outra solucao que nao seja a de que todos os humeros
sao infinitos; que os quadrados sao infinitos; e que a imensidao
dos quadrados ndo e menor que a de todos os numeros, nem
maior, e, em conclusao, que os atributos de igualdade, maior que
e menor que, nao tém lugar no infinito, mas so nas quantidades
finitas.”
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Dois conjuntos A e B possuem o0 mesmo humero de
elementos, ou a mesma cardinalidade, quando existe
uma bijecao entre A e B.

HA = #B

O paradoxo de Galileu Galilei diz que
#N = #{n*;n € N}.

=3 ideogram
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O aparente paradoxo de Galileu Galilei € a constatacao de que #N = #{n’*.n € N}.

2 3 4 5 6 7 8

1 E, 22 32 42 52 62 72 82
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_ A cardinalidade de IR - A culpa & das estrelas =~ ,

quantidade infinita de nimerss entre O el [eme O0lee 012 ee 0,112
e uma infinidade de sutres. Obuiamente, existe um conjunte ainda maisr
entre s e o 2, swentre o O e o 1 milhis. Alguns infinites séo maisrnes que
outres. Um escritor de quem costumdvamss gostar nes endinow isse. |[...J
Vecé nae imagina ¢ tamanke da minka gratidis pels nesse pequens
m,{mcé& 8wn£&&&&%@p%nac&bnewemww&¢. Vece me dew wma
eternidade dentre dss nesses dias numeradss. e souw muite grata per isse.”
Hagel Grace - A culpa é das Estrelas (John Green)

Sera?
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Obuiamente, existe um conjunts ainda maior entre ¢ 0 e o 2, ow entre ¢ O
e ¢ 1 mithés. Alguns infinites séo maisrnes que sutrss.
Hagel Grace - A culpa é das Esbrelas (John Green)
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o 1 mithae (sps, nie é bem assim). Alguns infinitos séo maiores que sutrss.”
Harel Grace - Al culba é dos Entrcls (Tabn Groen)
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. A cardinalidade do intervale unitario é amesma de IR &=

Mas Hazel nao estava totalmente enganada...
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_Sim, alguns infinitos sdo maiores’que outros

| «— 0, ai1d1pd13 =
2 —— 0, (r1drrddHr3 * *

3« 0, 313233 * *
A diagonalizacao de Cantor

k «— 0.} 1y - - e

Se definirmos x = 0, xjxox3---, com o8 algarismos x; # daj; X2 # d»n:
X3 # d3z---. Xp F dgg, € assim por diante, teremos um numero que pertence
ao mtervalo (0, 1) mas que nao esta listado acima, pois se diferencia do k-€simo
niamero da lista no k-ésimo digito depois da virgula. Logo, #(0, 1) > &, ou seja,
existem infinitos maiores do que outros. "&
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Conjunto das partes

A = {0}
P(A) = {0,10}}

B = {0, 1}
P(B) = 10,10}, {1}, 10, 1}}

C =1{0,1,2}
P(C) = 10,10}, 11}, 12,10, 11,10, 2}, 11, 2}, 10, 1, 2}} &
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Conjunto das partes

4A =1  #P(A) =2
#B =2  #P(B)=4
#C =3  #P(C) =8

Seja S um conjunto com n elementos. Queremos contar os seus subconjuntos,
ou seja, encontrar #P(5 ). Observe que, na constru¢cao de um subconjunto qual-
quer, ha 2 opc¢oes para cada elemento de §: pertencer ou nao pertencer a este
subconjunto. Assim, pelo Principio Multiplicativo,

=R

n VEZEs

e |
HP(S)=2X2X---x2=2" &
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_ . A cardinalidade de IR (ou do intervalo uhitario) & - -

VVamos escrever os numeros do intervalo (0,1) no sistema binario

Decimal Binario

0,5=2" 0.1,

0,25 =27 0,01,

0, 1 0,0001100110011 - - -,
0,93 0,111100110011 - - -,
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. A cardinalidade de IR (ou do iiatervalo unitario) - -

Fazemos uma bijecao entre o conjunto das partes de N e o intervalo [0, 1] da
seguinte forma: os elementos do subconjunto indicam as posicoes do digito 1 na
escrita binaria do numero.

Decimal Binario

0.5=21" 0,1, ——{1)

0.25=2"% 0,01, ——{2)

0, 1 0,0001100110011 -+, «—{4.5.8.9,12,13,---)
0,95 0,111100110011---,  «—{I1, ,,__47 8, 11,12,---}

Consideramos 0 «— Qe 1 «— N. Logo, #R = #[0, 1] = #P(N) = 2™ &
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“Nao existe nenhum conjunto com cardinalidade maior que a do conjunto dos numeros
inteiros e menor que a do conjunto dos numeros reais.”
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Minha demonstracao nao coube aqui
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Axiomas de Cantor - Axiomas de Zermelo-Fraenkel

A hipotese do continuum nao pode ser provada como falsa usando o
sistema de axiomas de Zermelo-Fraenkel.

Kurt Godel - 1938

A hipotese do continuum nao pode ser provada como verdadeira
usando o sistema de axiomas de Zermelo-Fraenkel.
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“oroposicao formalmente indecidivel”

Paul Cohen -1963 [f
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